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Théoreme (lonescu-Pausader 2012)

Si ug € HY(R x T3) alors il existe une unique solution u € X*(1) de
I'équation suivante

(i0r + A)u = u|ul?, u(0) = wp. (1)
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Théoreme (lonescu-Pausader 2012)

Si ug € HY(R x T3) alors il existe une unique solution u € X*(1) de
I'équation suivante

(i0r + A)u = u|ul?, u(0) = wp. (1)

Définition
u € C(I; HY(R x T3) est une solution forte de (1) si u € X'(/) et Vt,s € /

. t p
u(t) = eIRu(s) — i [ (u(e) u'e) )

S|
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Structure de la présentation

© Introduction
© Les estimations de Strichartz sur R x T3
© Les espaces fonctionnels

@ Existence locale

Tarik Belmekki (UPMC) Strichartz pour NLS sur R x T Décembre 2014 3/25



Les inégalités de Strichartz sur R

Théoreme (Ginibre-Velo 1985)

Pour toute paire admissible (g, r) et pour toute fonction ¢ € L?>(R?), on a

itA
le"ellory Sq llellez (2)

ot (q, r) est une paire admissible si
(g,1) € (2,00] x [2,0],2/q = d/2 — dr.
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Les inégalités de Strichartz sur R

Théoreme (Ginibre-Velo 1985)

Pour toute paire admissible (g, r) et pour toute fonction ¢ € L?>(R?), on a

itA
le"ellory Sq llellez (2)

ot (q, r) est une paire admissible si
(g,1) € (2,00] x [2,0],2/q = d/2 — dr.

Estimation de dispersion L' — [

. 1

A

e SDHLoo(Rd) N gHSDHLl(Rd)
2

2]
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Les inégalités de Strichartz sur R

Théoreme (Ginibre-Velo 1985)

Pour toute paire admissible (g, r) et pour toute fonction ¢ € L?>(R?), on a

itA
"% ¢llLary Sq llelle2 (2)
ot (q, r) est une paire admissible si

(g,r) € (2,00] x [2,00],2/qg=d/2—d/r.

Estimation de dispersion L' — [

; 1
||e'tA80HLoo(Rd) N ﬁ||<PHL1(Rd)
|t]2
. 1 x—yl?
o) = [ &5 u(y)dy
(4mit)2 JRA
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Les inégalités de Strichartz sur T?

Théoreme (Bourgain 1993)

VN >1on a

- d_di2
||PNeItA‘P||L‘t’,X(’JI‘1+d) SN2 [Pl zere) (3)
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Les inégalités de Strichartz sur T?

Théoreme (Bourgain 1993)

VN >1ona
; d_di2
||PNeItA‘P||L‘t’,X(’JI‘1+d) S N2 e [|Prel| 219 (3)
ou (d, p) satisfait
d =1, p > 6;
d=2,3, p>4 (4)
2(d +4)

d >4 > —-".
Z% P=Z d
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Les inégalités de Strichartz sur T?

Contre-exemples

e Bourgain 1993

e cpHLe 2) S lllliz(ry n'est pas vérifiée.
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Les inégalités de Strichartz sur T?

Contre-exemples

e Bourgain 1993

e cpHLe 2) S lllliz(ry n'est pas vérifiée.

e Takaoka-Tzvetkov 2001

”eitASO||L?X(T3) < H‘PHL%('JT?) n'est pas vérifiée.
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Préliminaires : Théorie de Littlewood-Paley

Soit ¢! : R — [0,1] une fonction réguliére et paire telle que ¢!(w) = 1 si
lw| <1 et ¢t(w)=0si|w| > 2. Soit
¢t 1R = [0,1], 6*(w) = @' (w1)?¢ (w2)?" (w3) ¢ (wa)?.
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Préliminaires : Théorie de Littlewood-Paley

Soit ¢! : R — [0,1] une fonction réguliére et paire telle que ¢!(w) = 1 si
lw| <1 et ¢t(w)=0si|w| > 2. Soit

¢* 1 R* — [0,1], 9*(w) = ¢ (w1)?" (w2)?¢" (w3)? " (wa)?. ,

On définit les projecteurs de Littlewood-Paley P<y et Py ou N =2 >1
est un nombre dyadique par

Ponf(€) == ¢*(¢/N)F(E),  €eRxZ3,
PnF(€) := oH(E/N)F(E) = [¢*(€/N) — ¢*(26/ N)IF(£).
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Préliminaires : Théorie de Littlewood-Paley

Soit ¢! : R — [0,1] une fonction réguliére et paire telle que ¢!(w) = 1 si
lw| <1 et ¢t(w)=0si|w| > 2. Soit

¢* 1 R* — [0,1], 9*(w) = ¢ (w1)?" (w2)?¢" (w3)? " (wa)?. ,

On définit les projecteurs de Littlewood-Paley P<y et Py ou N =2 >1
est un nombre dyadique par

P<nf(€) = ¢*(¢/N)
Pnf(€) == v (¢/N)

(8, EeRx7Z3
F(&) = [8*(&/N) — 8*(2¢/ N)]F(£).

Enfin, on a la décomposition suivante

f = Z P2jf + Pglf.
j>1
Tarik Belmekki (UPMC)

Strichartz pour NLS sur R X T* Décembre 2014 7/25



Les estimations de Strichartz sur R x T3

Enoncé

Théoreme (lonescu-Pausader 2012)

Soit pr = 2. VYp > p1,VN > 1,V € L>(R x T%), on a

- 2_§
||€’tAPN80HLf’x([—l,I]X(RXT?’)) Se N7 |l 2 mxt3)- (5)
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Enoncé

Théoreme (lonescu-Pausader 2012)

Soit pr = 2. VYp > p1,VN > 1,V € L>(R x T%), on a

- 2_§
||€’tAPN<P”Lf’x([—l,llx(RxT3)) Se N7 |l 2 mxt3)- (5)

Le théoréme de lonescu-Pausader est immédiat pour p = oo. \
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Enoncé

Théoreme (lonescu-Pausader 2012)

Soit pr = 2. VYp > p1,VN > 1,V € L>(R x T%), on a

itA 2_6
e PN<P|’L§X([—1,1]x(RxT3)) Sp NP ”80HL2(R><11‘3)- (5)
Le théoréme de lonescu-Pausader est immédiat pour p = oo. \

En effet
itA |2 pixE _— R
€2l 5 e Py < 1Pl S M8l S Mll
Donc par interpolation, il suffit de traiter le cas p € (18/5,4).
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 1 : Condition suffisante

Lemme

Supposons que pg > 15—8, N>1,)e€e JN,po =
[N(zpo—s)/(po—z),4/\/2], Ml 2@@xzz) < 1 et m(§) =0 pour [¢] > 2N. Alors
pour | = [-27102710] et en posant

Sy = {(t,x) elxRxT3: /M3 m(&)e‘it|§|2eix'5d§‘ > )\} . (6)

on a

mes(Sy) S N2P0—0)\—Po, (7)

4
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 1 : Condition suffisante

Corollaire
Soient p > % et F(t,x) = Jgys e itlE i€ m(£)de. Alors

2_6
1L(t) - F||L';7X(RxRx11‘3) Sp NP
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 1 : Condition suffisante

Corollaire

Soient p > % et F(t,x) = Jgys e itlE i€ m(£)de. Alors

2_6
1L(t) - F||L';7X(RxRx11‘3) Sp NP

Donc
- _ . 2 P —
e Prp(t,x) = (2m) 7 [ e e By () de
RxZ3
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 1 : Condition suffisante

Corollaire

Soient p > % et F(t,x) = Jgys e itlE i€ m(£)de. Alors

2_6
1L(t) - F||L';7X(RxRx11‘3) Sp NP

Donc

eitAPN(P(t7 X) _ (27T)_4/ e—ft|§|2eix~EP/N\(p(§)df
RxZ3

—

m(&) = ’ﬂ’:’;ﬁ(f), on voit que m(&§) = 0 pour |£] > 2N et par Parseval on a
LX

||PN<PHL2(RxZ3) _ (277)2 ||PN<P||L2(RxT3)
lellez lellez

M|l 2 (rxz3) = <1

~
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 1 : Condition suffisante

B Py — (27)_4||90HL§/ e—ft|§|2eix~€m(£)d§ — (27T)_4HSOHL§ F(t,x)

RxZ3
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Preuve : étape 1 : Condition suffisante

B Py — (27)_4||90HL§/ e—ft|§|2eix~€m(£)d§ — (27T)_4HSOHL§ F(t,x)

RxZ3
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 1 : Condition suffisante

B Py — (27)_4||90HL§/ e—ft|§|2eix~€m(£)d§ — (27T)_4HSOHL§ F(t,x)

RxZ3

Par corollaire

itA _a4.0_6
1" Prellie (xrxrs) S (2m) NP llo]l 2
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 2 : Application du principe TT* de Stein

On suppose que N > 1 et on définit le noyau Ky : R x R x T3 — C,

Kn(t,x) = 0120t/ (@m) [ e P e egi(e/ M.

RxZ3
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 2 : Application du principe TT* de Stein

On suppose que N > 1 et on définit le noyau Ky : R x R x T3 — C,

Kn(t,x) = 0120t/ (@m) [ e P e egi(e/ M.

RxZ3

Soit f : I x R x T3 — C une fonction fixée telle que |f| < Is, et

Ames(S)) <

/R e /R o m({)e—ifﬁlzeindg} dxdt“ (8)
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 2 : Application du principe TT* de Stein

On suppose que N > 1 et on définit le noyau Ky : R x R x T3 — C,

Kn(t,x) = 912t/ 2m)) [ e P eegi(e/ ) de

RxZ3

Soit f : I x R x T3 — C une fonction fixée telle que |f| < Is, et

Ames(S)) <

/R e /R o m({)e—ifﬁlzeindg} dxdt“ (8)

A% mes(Sy)? / / f(t,x)f(s,y)Kn(t — s, x — y)dtdxdsdy.
RXxRxT3 JRxRxT3 (9)
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 3 :

Estimation de Bourgain sur T3 4 dispersion sur R
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 3 :

Estimation de Bourgain sur T3 4 dispersion sur R

N3 N
1

3 3° I
g% [1+ N — 227 1+ Mgl

[Kn(t: X)) S (10)
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Les estimations de Strichartz sur R x T3

Preuve : étape 4 : Décomposition de Ky

Lemme (Décomposition de Ky)

Soient X\ € Jp, n et r € [2,4], alors on peut décomposer le noyau sous la
forme
Ky = Kyt + Kot + K32
tels que
1A
1Ky lege, < A2/2, (11)
IFK e, S N3(N2P=0x=m), (12)
H]:KI%I’)\HL:_E S )\2(N2P0—6)\—P0)(r—1)/r' (13)
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Les espaces Fonctionnels

Définition (Atome)

a:R — L2 est un UP-atome si

K K
a=3> Y e, D lela=1,  pell+oo)
k=1 k=1
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Les espaces Fonctionnels

Définition (Atome)

a:R — L2 est un UP-atome si

K K
a=3> Y e, D lela=1,  pell+oo)
k=1 k=1

Définition

ue UP(R,L%)siu= > j>17jaj ou les a; sont des UP-atomes et
(V) € £(N)

Tarik Belmekki (UPMC) Strichartz pour NLS sur R X T' Décembre 2014 15 / 25



Les espaces Fonctionnels

Définition (Atome)

a:R — L2 est un UP-atome si

K K
3= Y weydi-1, D llewl =1 pell+oc)
k=1 k=1

Définition

ue UP(R,L%)siu= > j>17jaj ou les a; sont des UP-atomes et
(V) € £(N)

On munit UP(R, L?) de la norme suivante

[e.e] o0
||ul|ye := inf Z At u= Z)\jaj,)\j € C, aj des UP atomes
j=1 j=1
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Les espaces fonctionnels

e UP(R, L?) est un espace de Banach.
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Les espaces fonctionnels

e UP(R,L?) est un espace de Banach.
e Pour 1 < p<gq<ooona UP(R,L2) — UI(R,L?) — L®(R, L?).
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Les espaces fonctionnels

e UP(R,L?) est un espace de Banach.
e Pour 1 < p<gq<ooona UP(R,L2) — UI(R,L?) — L®(R, L?).

Définition

UR (R, H®) est défini par

—itA
HUHUZ(]R,HS) = fle7" UHUP(R,HS)
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Existence locale

Théoreme

Vp>%,VC€CN,ona

| Pcullto(—1,1)xrxT3) S N2_6/p||'DC90||UZ(R,L2)
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Existence locale

Théoreme

Vp > 5,VC€CN,ona

||PC“||LP([ 1,1]xRXT3) ~ < N 6/p||'DC90||UZ(R,L2)

ue UZ(R, L2)_ Alors dv € UP(R, /_2) telle que u(t) = eitAv(t)_
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Théoreme

Vp > 5,VC€CN,ona

||PC“||LP([ 1,1]xRXT3) ~ < N 6/p||'DC90||UZ(R,L2)

ue UZ(R, L2)_ Alors dv € UP(R, /_2) telle que u(t) = eitAv(t)_

K;

A itA
1Pcullie, = IIPce™® vl = [IPc(d_ N Zl e el y)llee
>1 k=1
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Existence locale

Théoreme

Vp > 5,VC€CN,ona

||PC“||LP([ 1,1]xRXT3) ~ < N 6/p||'DC90||UZ(R,L2)

ue UZ(R, L2)_ Alors dv € UP(R, /_2) telle que u(t) = eitAv(t)_

K;

A itA
1Pcullie, = IIPce™® vl = [IPc(d_ N Zl e el y)llee
i>1 k=1

<ZIAI

A
i )P @il
j>1

L7
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Existence locale

<> Il

jz1

T =

Kj ) K; . '
(g o)?)7 (X IPce™ g 12,)
k=1 k=1

L7
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Existence locale

<Z|M

j>1

o=

L
[t ¢ E:HF%eMA¢i 1” )

L7

o=

1
K , E K ,
<IN (z HPce'fAedk_lufzfx) LY (Z N2P-6\\Pc¢k_1ui§)

j>1 k=1 j>1 k=1
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Existence locale

<Z|M

j>1

o=

L
[t ¢ E:HF%eMA¢i 1” )

L7

T =

1
K , E K ,
<y (z HPce'fM_lufzfx) < (Z N2P-6\\Pc¢k_1||i§)

j>1 k=1 j>1 k=1

oI

S Do INl - NEEP Z IPcdhill | S N**P)Peullyg .12y
j>1

=1
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Existence locale

Définition

t .
Iy = | [ €2 h(s)ds

X1(1)
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Existence locale

Définition

t .
Iy = | [ €2 h(s)ds

X1(1)

Lemme (Contrdle du terme non linéaire)

Pour u, € XY(I),k =1,2,3,|/| < 1, en notant iy = uy ou @iy = Uk, on a
3

g

k=1

S > luill xxplluill ze oy llull 21y (14)
N(I) {ij,k}={1,2,3}
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Existence locale

Théoréme d'existence et d'unicité

Soit E > 0 fixé. Il existe un dg = do(E) tel que si
e uollzi(ry < 6 (15)
pour § < &, 0 € I avec |I| < 1 et pour ug € HY(R x T®) telle que

lluo|| g2 < E, alors il existe une unique solution forte de (1) u € X*(/) telle
que u(0) = up.
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Existence locale

Preuve

11
2 2 2 4
Il = 3 (€ Peulliguey: =2+l
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Existence locale

Preuve

ulagy = (€2 NPeullpiy  Co=z+[- 5o al
ze7Z4

1
%

lullzgy = sup
JCh|J|<1

(2 N2 Puu(o)lfs )
RXT3)

Li(J)
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Existence locale

Preuve

ulagy = (€2 NPeullpiy  Co=z+[- 5o al
ze7Z4

1
%

lullzgy = sup
JCh|J|<1

(2 N2 Puu(o)lfs )
RxT3)

Li(J)

3 1
HUHZ’(I) = HUH}‘@(,)HUH}(,), Vx € Xl(/)
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Existence locale

Preuve

ulagy = (€2 NPeullpiy  Co=z+[- 5o al
ze7Z4

1
%

lullzgy = sup
JCh|J|<1

(2 N2 Puu(o)lfs )
RXT3)

Li(J)

3 1
HUHZ’(I) = HUH}‘@(,)HUH}(,), Vx € Xl(/)

Par Strichartz on a XY(I) — Z'(1).
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Existence locale

Preuve

ulagy = (€2 NPeullpiy  Co=z+[- 5o al
ze7Z4

1
%

lullzgy = sup
JCh|J|<1

(2 N2 Puu(o)lfs )
RXT3)

Li(J)

3 1
HUHZ’(I) = HUH}‘@(,)HUH}(,), Vx € Xl(/)

Par Strichartz on a XY(I) — Z'(1).

UR (I, HY) = X(1)
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Existence locale

Preuve

Pour E,a > 0, on définit

S={ue X)) : lullxq < 2E, |lul zqy < a}
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Existence locale

Preuve

Pour E,a > 0, on définit

S={ueX(): |ulxy < 2E,|ullzqy < a}
On adoncVu,vesS

[®(u) = P(V)lIxry S llu—=vlixay(lullz oy + vz Ulullxe oy + Iviixay)
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Existence locale

Preuve

Pour E,a > 0, on définit

S={ueX(): |ulxy < 2E,|ullzqy < a}
On adoncVu,vesS

[®(u) = P(V)lIxry S llu—=vlixay(lullz oy + vz Ulullxe oy + Iviixay)

Donc

18(u) = @(V)llx1) S Eallu = vxiy
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Existence locale

Preuve

Par ailleurs

1Bl x10y < [190) [ x1() + [9(w) = S(0)l[x1(1)
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Existence locale

Preuve

Par ailleurs

()l x1(y < [[9(0)[[x1(sy + [[P(u) — (0)]| x1(s)
< ™ uollxaqry + llulul® [l vy
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Existence locale

Preuve

Par ailleurs
[®()llxrry < [[P0)[x1(ry + 1P () — P(O) || x2(s)

< [le™uollxagry + Ilulul? || ney

itA
< clle™wollys (1) + CllullxinllulZq
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Existence locale

Preuve

Par ailleurs
[P(u)l[x2(1y < 19(0) [ x2(sy + [[®(u) — (0| x2(s)
< ™ uollxaqry + llulul® [l vy
< clle™uolly (1.1my + CllullxaqpllullZ )
< ¢ |luollye(s, 1) +CES
- )

=|luol 1
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Existence locale

Preuve

De méme

[P ()l ze 1y < 1RO z7(1y + [P () = D(O)] (s
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Existence locale

Preuve

De méme

D)2y < 1P0)] 201y + 1@ (1) = D(O)| 271y
< || uol| z:1y + [lulul?| vy
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Existence locale

Preuve

De méme

Q) z:(1y < [10)[I sy + [ @(u) — (0)]| 2/ (1)
< || uol| z:1y + [lulul?| vy
<6+ CllullxaplullZ e
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Existence locale

Preuve

De méme

(W)l z: 1y < [1P(0) |71y + | ®(u) — P(O)[| /(1)
< [le™®uol| zrry + lulul? vy
<0+ CllullxapllullZ
<+ CEa?
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Existence locale

Preuve

On choisit a = 20 et dgy suffisamment petit Alors on a
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Existence locale

Preuve

On choisit a = 20 et dgy suffisamment petit Alors on a

e ® est une contraction stricte sur S
e S est stable par ®

Par point fixe le probléme de Cauchy est localement bien posé sur X1(/).
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