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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cadre d’étude

L'objet de ce mémoire est I’étude des inégalités de Strichartz dans le cadre semi-périodique et
plus particulierement sur R x T3, d’apres le résultat obtenu par Ionescu-Pausader dans [10]. Ces
inégalités (3.4) permettent de démontrer le théoreme suivant

Théoréme 1.1. Siug € H (Rx T3) alors il existe une unique solution globale u € X' (R) de 'équation

suivante
(0, +Nu=ulul®,  u0)=u. (1.1)

ol1 'espace X! (R) est défini dans (2.4).

1.2 Lecas euclidien

On dit qu'une équation aux dérivées partielles (EDP) est dispersive si elle propage des harmo-
niques différentes a des vitesses différentes. Or les estimations dispersives dites de Strichartz sont
I'outil essentiel pour mesurer la taille et la dispersion des solutions d'une EDP.

On va s'intéresser dans ce mémoire a I’étude de I'’équation de Schrodinger non linéaire (NLS) qui
estI'une des EDP dispersives les plus étudiées.

On consideére I'équation NLS défocalisante avec une non linéarité cubique

. _ 2
{ i0,u+Au=ulul 12)

Ul =0 = Uo

oil u est a valeurs complexes, ¢ € R et x € R,
Si (g, r) est une paire admissible, i.e., (g, 1) € (2,00] x [2,00],2/q=d/2—-d]T,

alors on a les estimations de Strichartz homogenes qui permettent de contrdler la norme du flot
linéaire !

AAAN
e’ uollpagy Sqlluol 2. (1.3)

1. Onnote A < B s'il existe une constante ¢ > 0 telle que A < ¢B. De la méme maniere, on note A S, B s'il existe
une constante c(gq) > 0 telle que A < c(q)B.



Ces inégalités s’obtiennent grace a I’argument TT* de Stein et a 'inégalité de Hardy-littlewood-
Sobolev. Voir le théoréme 7.2 de 'annexe pour une démonstration de ce résultat. Le lecteur inté-
ressé pourra consulter I'ouvrage suivant [3] pour plus de détails.
En prenant g = r on obtient

le' " uoll La(aran Sq luoll r2gay; q=2d+4)/d, (1.4)

I'inégalité de Bernstein implique alors

0 diry itA
IPne P uglire, S N“lleuolpr - (1.5)

En prenant ug € L?(R%) avec supp il < [-N, N1% et pour r = (2d +4)/d on a

i tA dl2
||€” uOHLC;?x(Rde)SN / ”uOHLZ([R{d)‘ (1.6)

Il suffit a présent d'une interpolation entre (1.4) et (1.6) pour obtenir le résultat suivant

let™A UollLp gy S NY2Z@DIP |y 0 00y 2d+4)/d < p < oo, 1.7)

Linégalité (1.4) a été obtenue par R. Strichartz en 1977 dans son article [13]. En 1985, ]J. Ginibre
et G. Velo ont obtenu la généralisation (1.3). Ils ont également réussi a démontrer en utilisant un
argument de point fixe que le probléme NLS (1.2) était localement bien posé 2. Enfin, le cas limite
(q,r)=(2,2d/d—-2),d # 2, plus difficile, a été établi par M. Keel et T. Tao en 1998 dans [12].

Pour la partie non homogene, on note F le terme non linéaire. En pratique, F est traité comme

une perturbation de la partie linéaire. Pour (g, r), (y, p) des paires admissibles, on a les inégalités
de Strichartz inhomogenes

t .
H[ ! IAE(5)ds
—00

. Say ”F”L¥L§ (1.8)

t X

Rappelons enfin, que pour des solutions suffisamment réguliéres, on ala conservation de la masse

M(um)zlf lu(t, x)[*dx = M(uy), (1.9)
2 Jrd

et la conservation de I'énergie

E(u(t)):lf IVu(t,x)Izderlf lu(t, x)13dx = E(uy). (1.10)
2 R4 3 R4

1.3 Le cas périodique

Sur le tore T¢, le flot linéaire de Schrédinger s’écrit

. . 2 . 2
u(t,x) = e”A(p — (Zﬂ)_d Z el(n.x+|n| t)(ﬁ(l’l) — Z anel(n.x+|n| t)’
nezd nezd
et on voit qu'il est plus délicat de controler cette somme en exponentielle. A ce jour, on ne dis-
pose que de résultats partiels initiés par J. Bourgain, a qui on doit également le contre-exemple a
I'inégalité (1.7) pourd =1et p =6 [, remark 2, p.118].

2. Ondit qu’'un probleme de Cauchy est bien posé selon Hadamard si on a existence, unicité et dépendance conti-
nue d’une solution par rapport a la donnée initiale.



> (logN)3N? (1.11)
15(T2)
H. Takaoka et N. Tzvetkov ont donné en 2001 un contre-exemple de 'inégalité de Strichartz pé-
riodique en dimension 2. On pourra consulter [14] pour une preuve de ce résultat.

N )
Z el(nx+n )
n=1

Il est intéressant de noter que A. Zygmund a démontré la premiere inégalité de Strichartz du type
L*— 12 surle tore en dimension 1 [17], dont voicil'énoncé, ainsi qu'une preuve basée sur la théorie
des séries de Fourier.

Théoréme 1.2. (Zygmund 74)[17]
le™ @l 2 S Il 2

Démonstration. Soit f(t,x) = e'™p(t,x) = 2m) 'Y ez plilnx+n’® Dp(n),
donc

27m) 2 Z (p(nl)mei[(m—nz)xﬂnf—ng) 1l

ni,npeZ

||f]z||L2(1r2) =

[2(T?)

Onposealors a(n,7) = 1) 2 L (n, nepinr) P(m)P(n2), ot P(n, 1) = {(my, n2)/ ny — np = net n§ — n = t}.

Remarquons ensuite que pour (n, 1) # (0,0) et (n,7) = (n; — ny, nf - n%), il existe au plus une solu-
tion (n1, n). En effet,

T—n"= n%— n%—(nl —ng)2 = —2n§+2n1n2 =-2nyn.

On obtient donc

2

De plus, a(0,0) = 2m)~*Y, |¢(n)|*, car n=0=>ny = np = 7 = n% - n3 = 0.

Ainsi, une simple application de Parseval nous donne :

-1
||f||L4(1rZ) = ||ff||izqz)

i tA
||e” (P||L4(1T4)

— 2
j 2_ 2
=|(em) 2 E (p(nl)(p(nz)ez[(nl—nz)x+(n1—nz)t]

ny,np€eZ

L2(T?)

2

=lem™? Y ¢m)le’ "

(n1,n2)eP(n,T)

Y Ia(n,r)lz) <

L2(T?)
1
1

y |a(n,r)|2) +1a(0,0)|2

n,te”Z (n,7)#(0,0)
AT ;
5( Y |¢)(n1)¢>(nz)|2) +2m) (Z@(mﬁ)
ni,ny n

1
SO 19mP)? = Nl .

4



D’ot1le résultat.
O

Pour d = 2 on a besoin de compter le nombre d’éléments des réseaux de Z%. Se basant sur un
résultat classique de la théorie des nombres, Bourgain obtient le résultat suivant

Théoreme 1.3. (Bourgain 93)[1]¥d =2 NYe > 0, pour tout ¢ telle que supp @ < B(0, N) on a

i tA
”elt (pllL‘%x('u'Hd) S,e ”(p”LZ(‘ﬂ'd)-

Démonstration. On a pour ¢ telle que supp @ < B(0, N)

(eitA(p)Z _ Z anei(n.x+|n|2t) Z apei(p.x+|p|2t)
In|<sN Ipl<N
_ Z Z anap_nei(n.x+|n|2t)+i[(p—n).x+|p—n|2t]
Inl<N |p|l<N
_ ip.x i(n?+p-nl?p
=) e Y. apap-pe
Ipl=N Inl=N
i (p.x+jt
:Ze’(px in Z Anap—p.
psj nezZ%|n|=N;Inl2+|p—nl?=j

Par ailleurs, a,—,, = @2m)~%p(p—n) et suppp < B(0, N) donc |p| < 2N et | j| < 2N? d’otr

(A 202 2)2
I (e'" ) 15, =< max 2(r,,_j) Z (lanl?)”,
1,x IpI<2N,|jl<2N nezd

oury;j=#{nezn;| < N;Inl* +\p-nl* = jii€{l,---,d}}.

Maintenant on écrit |7|? + | p- n|? = j sous la forme d’'une somme de d carrés

d
Y @ni-p)?=2j-Ipl*=A4A,
i=1

et on utilise le résultat suivant de la théorie des nombres
O(A®) sid=2
O(A2%) sid=3
"PITY oA sid=4
O(A“T") sid=5.
Or

PN yd e aitA, 3202 oA
le™ el =1 ) 172 Smaxry, il ga-

D’oi1 le résultat en remarquant que A < N2. O



Chapitre 2

Espaces Fonctionnels

2.1 Théorie de Littlewood-Paley

Dans cette section, on va poser quelques notations et rappeler des notions d’analyse de Fourier
qui seront utiles tout au long de ce mémoire.
La localisation en fréquences est un outil fondamental en analyse. Pour cela, on va définir les
opérateurs de Littlewood-Paley comme suit :
Soit ¢ : R — [0, 1] une fonction réguliere et paire telle que ¢ (&) = 1si || <1 et p({) =0si || = 2. Soit
w (&) la fonction définie par :

Y (S) == Pp&) — P(26).

On définit les projecteurs de Littlewood-Paley P<y et Py ot N = 2/ > 1 est un nombre dyadique
par

Pn(@):=pE/N)f(©), et Pyf@):=v*EIN)f@).

En notant v (&) = w(E/N), on peut écrire pour une fonction f € L?(T%)

PnfO =wn©F O,

et plus généralement, pour un ensemble S < Z% on a

Psf(&) =15 ] (©.
Soit s € R. On définit I'espace de Sobolev H*(T) via la norme :

2

. 2 2 2
£ ggsray == [ 1P=1 f I 2 pay +NZ>1N NPN 122 a
Proposition 2.1. V f € L2(R%), on a
||f||L2([Rd) = Z PZkf”LZ([Rd)-
kezZ

Démonstration.
Pour m et [ fixés dans Z, on a

Y Pet@= Y (¢@2h-g@2th) fe = (pe2h - g2 ) f@).

-m<k=<l -m<k=<l



Donc par application de Parseval, on obtient

f- Z szf

-m<k<l

Hf R,

—-m<k=<l

<|7-(e@r2h - ez ) f

2 (Rd
Lz ®RD)

< lp™m*y f||L§W) Q= @) fll 2 ey

f |F(&)2dé
{I¢]=2—m}

Donc par inégalité triangulaire, on a

L2 (R4
2@d) 2 (R%)

1
2
<

~Y

1
+ f |f(5)|2d5]2ﬁ0 des que m, [ — oco.
{1E1=2h

0=

<

f_szkf

keZ

=<0,

I2(R4)

”f”LZ([Rd) — Z PZkf”Lz([Rd)

kezZ

ce qui nous donne le résultat annoncé.
O

Le théoreme suivant est tres utile dans1’analyse des EDP. Il nous dit que les projecteurs de Littlewood-
Paley sont presque orthogonaux.

Théoréme 2.2. Les opérateurs P,« sont autoadjoints et Py, - Pyx, = 0 dés que |k, — k»| = 2. De plus,
on a pour tout f € L2(RY)

1F1%2 = D 1Py fII%,. (2.1)

kez

Démonstration. Pour f, g€ I? (Rd), ona

i

(szf’g)Lz(le) = (2m)~* (szf» g)Lz(Rd) = 2m™ (P/zlj"l/(z_k')g)

= (Zﬂ)_d (f;lfzk\g)LZ(Rd) = (f’PZkg)Lz(Rd) :

I2(R4)

Ce qui montre bien que les opérateurs P,« sont autoadjoints. D’autre part, ¥ (s/ 2k &2k =0
des que |k; — k»| =2, donc

F(Pory Pyt ) (&) = w(E1250) - (£12%) f (&) = 0.
Ainsi Py, Pk, f = 0 dés que |k — ko| = 2.

Montrons a présent (2.1). On a par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1fl2@ay =1 2 Poefllzay= 3. (PorfoPoif)pemay= 2. (PokfrPoif) 2 ey
kez

k,jez lk—jl=1

2
< 2 1Py fllpga Py fllz@ay <3 3 IPok fll 2 gay-
lk—jl<1 kez

D’autre part, comme 1//(5/2’“) # 0 sur la couronne 2F1 < = 2k+1 ona



Y 1P Vs = ) Y NP I 0y = @) X [ w1250

kez kez kez
< (2 —-d f 7o 2d < (2 —df 7 Zd
< @2m) kZZ o1y ] OIAES @D IO AL

= (27) ”f”Lé(Rd) = 1172 gay:

D’ou le résultat. O

2.2 Lesespaces UP(R,H) et VP (R, H)

Soit H un espace de Hilbert séparable. On note -Z I'’ensemble des subdivisions de la droite réelle
—oco< fhh<h<--<tg <00

PP . K-1 -
Définition 2.1. Soit1 < p < oco. Pour {tk}Ik(:O € Z et{¢pi},—, < H avec ZIk(:Ol ||<Pk||1’z[ =letdpo=0,0n
appelle la fonction définie par morceaux a:R — H,

K
a=73 L ,,nPr-1
k=1
un UP -atome et on définit l'espace des fonctions atomiques UP (R, H) par

&
u= Y Aja; pourdes UP atomes aj,{A;} €1,
j=1

avec la norme

[e.°] o0
lullge ::inf{ Y IAjl:u=) Aja;,Aj€C,aj desU” atomes}.
=1 j=1

Proposition 2.3. Soientl < p < g <oo
i) UP est un espace de Banach.
i) OnaUP — U7 — L*(R, H).

Démonstration.

i) Soit (u;);, une suite de Cauchy dans U” (R, H). On souhaite prouver la convergence de cette
suite. Grace a la structure de 'espace U” (R, H), il suffit de raisonner sur les atomes. Soit donc
(an), une suite de Cauchy de UP-atomes. Comme cette suite est a valeurs dans I’espace complet
H, elle converge. D’ou1 la complétude.

ii) La premiére injection estimmédiate en remarquant que [P (N) < [7(N). Démontrons la deuxieme
injection. Pour u € UP(R, H) on a grace a I'inégalité de Holder

Kj .
lulg< )Y Ajl-lajla< ) IAjl- > l[tkj,l,tkj)(r)||<pfcj_l||H
j=1 jz1 kj=1

Ko »
S ZIMI(Z ||<p{cj_1||§;) .

j=z1 kj=1



Ceci étant vrai pour toutes les écritures de u =3 ;1 Aja; oules a; sont des UP-atomes. Donc

o0 o0
IIMIIL?oH,Sinf{ Z Ajl:u= Z Ajaj,Aj€C,ajdes L4 atomes} = lullyr®, m-

j=1 j=1
0
Définition 2.2. Soit1 < p < oo.
e On note VP (R, H) l'espace des fonctions v:R — H telle que

1

K p
lvllve:= sup | lvity) - U(tk—l)”Z) (2.2)

{tk_peZ \k=1

est finie.
e De la méme maniére, soit V1.(R, H) le sous-espace fermé de toutes les fonctions continues d
droite v:R — H telles quelim;_._., v(t) = 0. On munira cet espace de la méme norme (2.2).

Remarque 2.1. Les espaces VP (R, H), V,’Z (R, H) sont des espaces de Banach et on a les injections
suivantes

UP(R, H) — VPR, H) — VPR, H).

Enoncons a présent un résultat d’interpolation dtt a Hadac-Herr-Koch [5, Lemme 2.20] qui sera
utile lors de la démonstration de la partie existence du théoreme 1.1.

Lemme 2.4. Soient q, q», q3 > 2, E un espace de Banach et

T:U'"xU?xUB —E

est une application trilinéaire continue avec || T (uy, uz, us) g < C]'[“;’.:1 lujll;ya;. On suppose égale-

ment qu'il existe une constante C € (0, C] telle que Uestimation || T (uy, uz, us)l|lg < Co 1'[?=1 el e
est satisfaite. Alors, T vérifie

3
1T (w1, w2, u)llp S CoIn(CIC) + 1P ] lwjllye,  wjeVi,  j=1,23.
j=1

On va a présent définir une série d’espaces utiles dans la suite

Définition 2.3. Soit s € R. Soient U § H? resp. VAp H? les espaces de toutes les fonctions u: R — HS(T3)
telles que t — e~ "2 u(t) est dans UP (R, H®) resp. VP (R, H), munis des normes suivantes

i i

—itA —itA
| ullUgHs =lle”" " ullyrw a9, | ulIVApHs =lle " ullvrw - (2.3)

Définition 2.4. Soit s € R. On définit I'espace X° comme U'ensemble des fonctions u:R — H*(Rx T3)
telles que pour tout ¢ € Z* la fonction t — Pcze”Iélz u(t)(&) est dans U?(R,C). On munit cet espace
de la norme suivante

%
lullxs o= €ZZ4<£>2S||Pcze”'f' uOOle | (2.4)

oitC,=2z+ [—%,%)4.



Définition 2.5. Soits € R. On définit I'espace Y* comme U'ensemble des fonctions u:R — HS(Rx T3)

telles que pour tout & € Z* la fonction t — P, e u(1)(&) est dans V2 (R,C). On munit cet espace
de la norme suivante

2
lullys:=| 3 ©*1Pc.e ™ ud@I5, | - (2.5)
tez4

La proposition suivante résume les différents liens existants entre les nouveaux espaces définis
ci-dessus

Proposition 2.5. On a les injections continues suivantes

UiH'— X*— Y — ViH".

10



Chapitre 3

Les estimations de Strichartz sur T¢

Ce chapitre est consacré a I'étude des travaux de Herr-Tataru-Tzvetkov [7], ol des inégalités de
Strichartz trilinéaires sur le tore T2 sont obtenues. Ces estimations généralisent les travaux de
Bourgain et grace a I'introduction de nouveaux espaces de fonctions, les auteurs démontrent que
NLS quintique a donnée initiale petite est globalement bien posé dans H*(T®) pour tout s = 1.
Notre objectif sera de comprendre ces travaux et d’essayer de les généraliser a la dimension d en
suivant [16].

Dans toute la suite du chapitre, on notera (d, p) € N x R toute paire satisfaisant aux conditions
suivantes !

d=1, p>6;
d=2,3, p>4 (3.1)
2(d+4)
d =4, > .
P="4
Soit N un nombre dyadique. On note
% 1'ensemble des cubes dont les arétes sont de tailles 2.V. (3.2)

On a alors le résultat de Bourgain suivant

Théoreme 3.1 (Bourgain[!]). VN = 1 dyadique et pour toute paire (d,p) comme dans (3.1) on a
itA < %—ﬂ
||PN€ (p”L?x('u'Hd) ~ N P ”PN(p”LZ(-[I'd) (33)

et plus généralement, pour tout C € €y

[STISH

_a+2
p

”PCeiIA(p”L?x('ﬂ'Hd) 5 N ”PC(p”LZ(‘n'd) (3.4)

Remarque 3.1. Lestimation (3.4) ne dépend pas de la position, mais seulement de la taille du sup-
port. En effet, Soit C € € de centrey.On pose Cy = C— &g et Po(&) = p(& + o). Alors IPc@ll2ay =
I Pcy@ollp2(ay- Et de plus;

¢eCo éeC
1. 1l est a noter que Killip-Visan [11] ont étendu en 2014 les estimations de Bourgain a toute paire telle que d = 1
2(d+2)
etp> =a -

11



ensuite en remarquant que

X+ (€= &) = t1E—Eol* = (x +28&0) - & — tE* — x- &g — tIEoI.
On obtient

Peye! ™o (t,x) = e~ W0+ 10 pe it (1, x 4 21).

Donc

i tA i tA
| Pce’ (P||Lp(1rl+d) = ||PC0€l <P0||LP(1rl+d)-
Ce qui nous donne

d_d+2
P

i tA
I Pc, e'l ®o ||th”x('|]'1+d) < N2 I Pcy@oll 2 (ray-

Maintenant on présente les estimations de Bourgain affinées obtenues par Herr-Tataru-Tzvetkov

(7]

Soit Zy(N) = (§o+ [-N,N14)n{é€Z%:|a-E - Al< M} ot épeZ%, aeR?, |al=1et A€R.
Alors

Proposition 3.2. Pourtousl1 <M <N etRe Zp(N)ona
Ppe'™ <MINT||P 3.5
| Pre (p”L‘?x('ﬂ'“”i) ~ | R(P”LZ('u'd) (3.5)

Démonstration. On a

PReitA(p — (zn)—d Z el(xf_l‘ﬂzt)(i)(é').
&eZ9nR

donc, pour ¢ fixé, en utilisant Cauchy-Schwarz, puis Parseval il vient

IPRe" Pl joiray S Y 1@

&eZ4nR
1 1
2 2
< Y ( Y |¢(é)|2)
feZ4nR &eZ4nR

1

S (20 R 1PRI 2

il suffit & présent de majorer le terme #(Z% N R).

. d-1 R . .
Or, on peut recouvrir chaque cube R par (%V) cubes dont les arétes sont de taille M (la puis-

sance d — 1 provient du fait qu'un des c6tés du rectangle R est de taille M). Par ailleurs, chaque
cube contient M“ éléments du réseau Z7.
Ce qui nous donne

#Z*nR) < MN41,

d’ou1 le résultat. O

12



Corollaire 3.3. Pourtousl<M<NetRe %y (N)ona

d_da=2 (M)°

”PRe (P”Ll’ (Wlﬂ—d) ~ N2 p (N) ”PR(p”LZ('ﬂ'd) (36)
ot (d, p) est une paire définie comme dans (3.1) et avec 6 comme suit: pourd =1,0< 6 < % - %;
pourd =2,3, 0<6<———,p0urd 4,0<6 < é—‘;—*;‘.
Démonstration.
On a d’apreés (3.4), pour p comme dans (3.1)

d_d+2
”Pce (P”LP ('ﬂ'x'[fd) < N? p ”pC(p”Li('ﬂ'd)

et d’apres la proposition 3.2.

1A
| Pre'’ <P||L<;°x(1rx1rd)NM2N 7 IPrll 2 (yay-

D’autre part, 'opérateur de Littlewood-Paley commute avec I'opérateur de Schrédinger linéaire,
i.e. Pre*®¢p = " Pr¢. En effet,

Prle™p)m) =@m ™ Y el =en Y e oe.

&eZ4nR &eZ4nR
et
sezd £e74nR
Par ailleurs, Pc Pr = Pcnr = Pg car R ¢ C. On en déduit alors que Pre!'®¢p = PcPre'™p = Pce'™ Prep.
Par interpolation, et en utilisant ce qui précede, on a
. 1 1-6
tA A A _
| Pre’ Pl < IPge’ <p||Loo IPge’ <p||Lp1, Pl

tA tA
< |Pre" e I Pce’ Pmolle1

< M2N7) | Proll, IPce! Pl

0 9 d_di2)q_g -
= MENTN | Propll, N 00 Prpeg 1
x —— L%
=PRry
M 0
S(N) N0 L0 NS0 " Pagll 2

M\2 a_ai2
< (%) v 1pris.
On obtient donc I'inégalité (3.6) en posant 6 = 5

Il ne reste plus qu’a trouver les inégalités vérifiées par 6 en fonction de la dimension d.
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e Casd=1:

Afin de pouvoir appliquer I'inégalité (3.3), p; doit étre strictement supérieur a 6 d’apres

P . _ 0 1 3
(3.1), donc p(1-06) > 6, ce qui implique que 0 <6 =3 <5 — 7.

p
e Casd=2,3:
De la méme manieére, on a p(1 -60) >4, ce quidonne 0 <6 < %— %.
e Casd=4

Onap(l—H)z@,doncO<6s —‘Z—“;L.

1
2

On conclut cette section avec des inégalités de Strichartz trilinéaires

Théoreme 3.4. Il existe 6 > 0 tel que pour tous Ny = N, = N3 =1 et pour tout intervalle I c [0,27]

ona

< N, N- max{N3 L }6 - Py 1] (3.7)

~ LV24V3 N R— N; Ui 0. .
N’ N, i< JrInY

3
HPNf uj
J=1 [2(IxT3)

14



Chapitre 4

Les estimations de Strichartz dans le cas
semi-périodique

4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, on a vu que les inégalités de Strichartz sur des variétés compactes
du type T¢ étaient moins bien comprises. En effet, contrairement au cas euclidien, I'inégalité
de dispersion L' — L n’est plus satisfaite a cause des modes propres du Laplacien. En 2012,
Ionescu-Pausader[10] ont montré que I'inégalité de dispersion sur R combinée avec les estima-
tions de Bourgain sur le tore T3 permettaient d’obtenir des inégalités de Strichartz sur R x T3. Le
but de cette section est de démontrer ce résultat.

4.2 Préliminaires

On définit la transformée de Fourier de f sur R x T3 par :
fo=[  rwetaxons =@ da i e R 2"

Si fe L'Rx T3) et f € L' (R x Z°%) alors par inversion de Fourier on a

fw=en™ Y f©e*tde,.

(EZrE?)rE‘l)EZS 51 erR

Pour f:R x (R x T3), on notera . f sa transformée de Fourier définie par

gfufm:f

RxRxT

3f(l‘, xe e ¥ drdx,

et de la méme manieére, on a la formule d’inversion de Fourier suivante

f(t,x)=@m)™> f Ffx,8e'Te* drde.

RxRxZ3
Pour plus de détails sur ’analyse de Fourier, le lecteur intéressé pourra consulter |’excellent ou-
vrage de Hormander [?, chapitre 7].

On définit a présent les opérateurs de projection de Littlewood-Paley. Soit ¢! : R — [0,1] une
fonction réguliere et paire telle que (bl(w) =1lsilwl<1et (bl(a)) =0 si |w| = 2. Soit 4)4 ‘R —

0,1], p* (@) = P (w1)% P  (W2)2 P! (w3)2 P! (w4).
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On définit les projecteurs de Littlewood-Paley P~y et Py ot N = 2/ = 1 est un nombre dyadique
par

P_n[(&):=¢*EINVf(©E), EeRxZP
Py (&) :=whEIN)F©) = [9*E/N) - p* I N)I (&),

Enfin, on a la décomposition suivante

fzzpzjf"‘Pslf-

j=1

4.3 Résultat principal

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le résultat principal de Ionescu-Pausader.

Théoréme 4.1. (Ionescu-Pausader 2012)[10] Soit py = 2. ¥p>p;, N2 1,9 € *(Rx T*), ona

i tA 2-8
et pN(p”LZx([—l,HX(RxF))SPN Ploll 2 xT3)- (4.1)

Remarque 4.1. Le théoreme de Ionescu-Pausader est immédiat pour p = oo. En effet

A 72— —_— 201 A 2
le"2plzz, < e Pyl oy S IPN@ N2 S NI 2 S NPl 2.
[

fx N

Donc par interpolation, il suffit de traiter le cas p € (18/5,4).

Nous aurons besoin du lemme fondamental suivant

Lemme 4.2. Supposons que py > %,NZ LA€E JN,p, = [NCPo=OPo=2) AN2] il 2 muzs) < 1 et m(é) =
0 pour|&| > 2N. Alors pour I = [-2710,2719] et en posant

SA:{(t,x)€I><R><1T3:

f[R 73 m(&)e e eix g

> )L}, (4.2)
ona

mes(Sy) < N2Po=6)~Po, (4.3)
Comme application du lemme 4.2, on ale
Corollaire 4.3. Soir p > 18/5. On note F(t,x) = [, 43 e~ 1P pixd (Y dE . Alors

2_8
”l‘I(t).F”Lg’x)(Rx(RxT%) ,S,pN P (4.4)

Démonstration du corollaire 4.3. On a par Cauchy-Schwarz

)1/2

|F(t,%)| = = mll 2+ (2N)* <4N>.

fma » m(&)e 1P oix ge| < lmll ;2 (mes(supp m)
On remarque donc que si A > 4N? alors mes(S;) = 0. On prend donc A < 4N?2. D’autre part
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+00
I,0)-FI, —p f A7~ mes(S,)dA
0

o (Rx®RxT)

2po—6

N Po 4N?
= pf AP I mes(S))dA+p | 2p-6 AP ' mes(Sy)dA
0 N Po—2
2pg—6

N Po
:pf AP~ I mes(S))dA+p AP~ mes(Sy)dA.
0

hmpo

J

~/

- =
Rappelons I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

A*mes(Sy) < 11(8)- FI7, .

Or

I Flif, <1
t,x

En effet, par Parseval

— A~ — i 2
1,(8)- FI, =(2m) 4||11(r)-F||§2§:(2n) (0 - @) m@e ! ||§2€
X t, L,

< (271)4mes(l)||m||i2 <@m*-a27%-1<478 <l1.
¢

On obtient donc mes(Sy) < A72. Ainsi, on majore les termes (1) et (2) comme suit

2po—6

Sile[0,Nr-2],ona

2po—6 2!)0—6
N Po-

N Po _
(1) S, pf A,p_lll_zdl g p f Ap 3dﬂ LNZIZJO—;.(I]_Z)-
0 0

intégrable en A car p>2

Si A € Jn,p,, on utilise la majoration (4.3) et on obtient

@<p APTINZPO6)~Po g < _P n2po- G[Ap Po ]N(zpo S

]Np() p po
< P \2Po=64yp=po pp2(p=p0) < P (gyp—rop2r—6,
pP—Po P—Po
Par conséquent, on a
11,(2)- F|| < N2P75

Lf  (Rx®xT3) ~P

Ce qui conclut la preuve du corollaire.

Proposition 4.4. Le lemme 4.2 implique le théoreme 4.1.
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Démonstration. Tout d’abord on a

Rx 273
Donc en posant m(¢) = Im?’ on voit que m(¢) = 0 pour |¢| > 2N et par Parseval on a
LX
1PN 2@ 23) , IPNO I 2@y
||m||L2([R><ZS) = =0C2n) ' — ,S .
loll2 loll 2

On note F(£,x) = J, 53 € 1 ¥4 (£)dé et on a alors

R IE (27r)‘4||<p||L§f 3 e 81 pixt 2y g = @m) gl 2 F(t, x).
RxzZ

En utilisant I'inégalité (4.4), on obtient

i tA -4 -4 2-2
”el PN(P”L?X(I)(Rqu) = (277:) ”(p”L?C”]-(t) .F”sz(lx[Rfoi) ,S (277:) ”(p”LiN P,

Par ce qui précede, il suffit de prouver le lemme 4.2 pour obtenir notre résultat principal.

Démonstration du lemme 4.2.
Etape 1 : Application du principe TT* et décomposition du noyau de Schrodinger Ky

On suppose que N > 1 et on définit le noyau Ky :Rx R x T3 — C,

Kn(t,x) = ' 2%t/ (2m)) f e 1P ol XL (£ NY g
Rx 273

4
=<P1(25t/(27t)) 1—[ Z e—itlfjlzeixjfjd)l(é-j/mzl f e_it|51|2eix1€1gb1(51/N)2d£1,
R

j:2 f]€Z

On va maintenant appliquer le principe TT* ( Voir 'annexe pour plus de détails sur cette mé-
thode). Soit donc une fonction fixée f: I x R x T3 — C telle que

Ifl<1s,,

et

Ames(Sy) <

f[Rz 75 m(&)e 1P el g

2/1}.

Grace au théoreme de Fubini, suivi de I'inégalité de Cauchy-Schwarz en ¢, on obtient

f f(t,x)- dxd t’ . (4.5)
RxRxT3

On rappelle que

SA:{(t,x)EIxIR{sz:

fnqz 75 m(E)e 1 oixé g

On remarque que si | f| = 1g,, I'inégalité (4.5) est toujours satisfaite.
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‘fovaS f,x)- [fozs m(f)e_m‘qzeix"’td{] dxdt‘

= fR 1‘[¢>1(€j/N)m(€)-

x 73 j=

kazgm(é)ﬁdé)%-(fu%xz

-

f 3f(t,x)e—”'f'2e"xfdxdt
RxRxT

df'

IA

H¢> (Gj/N)

j=

2 \3
df)

f 3f(t,x)e_”'(flze"x'(falxalt
RxRxT

:”m”LZ(sz?))Sl

IA

-/N)-f Sf(t,x)e_”"flzeix"fdxdt
RxRxT

2
L
En élevant au carré puis en écrivant la norme L? sous la forme d’'un produit scalaire, on déduit

2
A?mes(Sy)? <

4 . .
H(/)l((fj/N)'f f(t,x)e_’t"f'ze’x'fdxdt
j=1 RxRxT3

2
L

4
fM ]1:[ (¢' ;1)

~ S

—<P4(E/N)

f f £ %) s, yye P i gy drdyds| dé
RxRxT3 JRxRx T3

sf L f0fsy P 2% (- 9)/(2m) e~ 13I8 piC=DE (¢ N dé | dxdtdyds.
RxRxT3) R J

RxZ3
:KNUZQx—ﬂ
Ce qui nous donne I'inégalité suivante
A?mes(S;)? < f f&,x)f(s,y)Kn(t—s,x—y)dtdxdsdy. (4.6)
RxRxT3 JRxRx T3

Afin d’estimer le terme de droite de I'inégalité (4.6) on a besoin du lemme suivant dont une preuve
est donnée a |'étape 3.

Lemme 4.5. Soient A € Jp, n et 1 € [2,4], alors on peut décomposer le noyau sous la forme

Ky = K +K +K

tels que
1Ky e, < A%/2, (4.7)
| K s, S AP(NPPOOAP), (4.8)
IF KM 0, S A2 (INZPo=6 ) =Poy(r=1)/7 (4.9)

En appliquant le lemme 4.5., suivi de I'inégalité de Holder, puis I'inégalité (4.6), on obtient

f f f,x)f(s, NKn(t—s,x—y)dtdxdsdy
RxRxT3 JRxRx T3

<
pell 2,3}

fu@ . Tng . 1r3f(t,x)f(s,y)KI’\l]'A(t—s,x—y)dtalxolsdy =()+UD+UII).
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Etape 2 : Controdle des termes (I), (II) et (III)

On va a présent majorer indépendamment les trois termes obtenus ci-dessus.

e terme (I) : On a par Holder et par le lemme 4.5

(I)Sf f ‘f(t,x)f(s,y)K}V’A(t—s,x—y)‘dtdxdsdy
RxRxT3 JRxRx T3

sf f 1s, (£, x)15,(s, ) K}V”l(t—s,x—y)‘dtdxdsdy
RxRxT3 JRxRx T3

LA 2
< K" llzg2, mes(Sa)

< A?/2mes(Sy)>.

e terme (II) : On a grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz

(II):f f f(t,x)f(s,y)Klz\;’l(t—s,x—y)dtdxdsdy
RxRxT3 JRxRxT3

r 2,4 7 2.1
foRxTSf(t,x)-[f*KN 1(t,x)dtdx| < | f * Ky ”L%,x'”f”L%,x
< @m) | F (KE « f) iz, -1 f 1z, = @m) 2| FKH -g?nLif Sz,

< ”gKIZV’A”L?}”f”i% S AZ(N2P0—6/1—P0) mes(Sy).

 terme (III) : On a grace a Cauchy-Schwarz, suivi de I'inégalité de Holder

(III) =

f[R R T3fR . 1r3f(l‘,x)f(&J/)Klg\}ﬂ(l‘—s,x—y)dtdxdsdy

‘[ £ 0 [F KM 0 dedx| < 15 K3 gz -1l
RxRxT3 £,x t,x
< @ PIFEY * Pl N flz =@ NFKG-F flz 1fl
T, )X 7,6 )X
SHgK%quwngQth%; 1/2=1/r+1/q
Par ailleurs, grace au théoreme de Hausdorff-Young, on a:

SifelLf etl<q <oo,alors & fe L7, 1/q+l/q=1, et

1F fll e <@ NNFI g
76 t,

X

Ainsi un calcul simple nous donne r € [2,4] et

3,1 ) 2 2po—6 1 — -1)/
(III)SHgKN ”Lré,'”f”L%r/(HZ)'”f”L% 5/1 (N“Po=°) po)(r ) r'”lS,l”L%r/(HZl'||IS;L||L§
T, X )X X )X

5 AZ(NZP()—GA/—[]O)(T—])/I'meS(SA)(r+2)/2rmeS(S/l)llz 5 AZ(szo—GA—pO)(r—l)/Tmes(s/l)(r+l)/l’.
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En sommant les estimations des termes (1), (1) et (/11), on a d’apres l'inégalité (4.6)

AZ r— r+
A2mes(Sy)% < = mes(s D2 + A2N2P0=6 1 =Po mes(S,) + A2(NZPO~6 1 7P0) 7 mes(Sy) T .

Ce qui nous donne apres simplification

mes(Sy) < (N?P0817P0) 4 (N2Po=6 =Poyr=DIT meg (5 )1/,

Il est important de remarquer que le terme (I) est absorbé.

On pose @ = NP0 6)"Po et X = %(Sﬂ) Ainsi

mes(Sy) < a+a' V" "mes(Sy''",
donc
mes(Sy) <14 mes(Sy) V"
a ~ a ’
i.e,
X<1+x4r,

L'étude de la fonction g(X) = X-1-X 1T nous donne le résultat souhaité, en notant quer € [2,4].

Etape 3 : Preuve du lemme 4.5.

Soit i : R — C une fonction continue. Pour tout (7,¢) e R xR x Z3, on a grace a la définition de Ky

F[Kn(t,x)-h(D)](1,¢) =f 3e_”’“"te_i”K]\;(If,x)-h(z‘)dxdit (4.10)
RxRxZ
:Cgb4(<’/N)f h()pL (251 2m))e e 1 gy, (4.11)
R

Ensuite on rappelle |'estimation fondamentale obtenue par Bourgain [, Lemme.3.18] sur le tore
T

d
. , N
Z e—ztlnlzelx-n(bl(n/N)Z < - , (4.12)
nezd V4 + N[t/ (2n) - al q|?)
pour
t/2n)=alq+p, qgefl,---,N}, acZ, (a,q) =1, 1Bl< (Ng)~ L. (4.13)
Ce qui nous donne dans notre cas particulier
N3 N
IKn (8,0 < (4.14)

gz (1+ N|t/@2m) — alql)? 1+ N|t/@n)lz
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Remarque 4.2. Dans le cas euclidien on a l'inégalité suivante

d

i tA
IPNe 2@l oomay S lpll 1 gay-

1+ N|t/@2m)|2

Sur le tore T%, cette inégalité de dispersion n'est plus valide. D'autre part, on ne peut pas appliquer
l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev (7.2) sur le terme suivant

N3
q*(1+ NIt/ @m) - al q|2)?

(4.15)

La méthode adoptée par lonescu-Pausader est de décomposer sur de petites échelles afin d’estimer
Iapport de chaque composante de (4.15).

On introduit dans la suite une partition de 'unité en temps afin d’exploiter la bonne norme L™
du noyau de Schrodinger sur chaque petit intervalle de temps. Il est a noter que j mesure le gain
que 'on obtient et k mesure la taille du dénominateur.

Pour m € Z, on définit ¢, Pp=0 : R — [0, 1],
Pm($):=¢' @)= ' 2" s),  Pam():=¢ 27 = Y Pils).

k=m

Il estimmédiat que ¢, est a support dans l'intervalle [—2l-m pl-m) Quant a la fonction ¢, elle
est a support dans 'ensemble {s € R: |s| € [27"1,217™M]},

Soient des entiers K et L fixés tels que

Kez,, NeKt4 K45  [Lezn[0,2K+20], AP"2NS2P0 ¢ oL ol+1y (4.16)
On pose
K-1K-k
1=[) Y pej|+e®) =] Y, pri)|+els),
k=0 j=0 (k,j)eTx
2k+1_1

Prj(s):= ), Y. jik+k+10(s/2m) —alg) sijsK-k-1,
g=2% acZ,(a,q)=1

2k+1_1
Prk-k(9):= Y Y ¢sxi10(s/2m)—alq).
g=2k aeZ,(a,q)=1
On pose Tx ={(k,j)€{0,---,K—1} x{0,---, K} : k+ j < K}. Grace au lemme de Dirichlet, on a
Lemme 4.6. si t € supp(e) satisfait (4.13) alors N < q ou (Ng)™ = |t/ (2n) — alq|.

Démonstration.
Tout d’abord on montre que les arcs majeurs sont a supports disjoints. En effet, on a

Griksjr10(t!2m) —al @) - bripsjr10(t/ QM) —a'lq) 20> k=K, (a,q) = (', q"),1j - jI<1
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Supposons que a/q # a'/ q’ et prenons a/ g < a'/ g’ par exemple.

9—K—k-9 _9—K=K-9 o 9-K-k=9 | 9—K-k'-9

On aimerait avoir a/q + <dlq <alq+adlq'.Or

2K 2 <\aiqg-d1q'| < |t/@m) - alql+1t/1@m) - d I q)l.
Donc il suffit de montrer que 27X=k=9 4 0-K-k'=9 _ g—k-k'-2.

Un calcul direct méne a I'inégalité suivante 1 < 262K —max(k, k)
D’autre part grace au lemme de Dirichlet et on prenant ¢ € supp(e), on voit que

Soit |t/(2m) — al gl = 27Kk10 = (Ng)~, soit g € [2K, N],i.e,g = N. O

D’aprés le lemme précédent, on doit distinguer deux cas :
e Casg=N

N3 _ (2K+5)3 5 (2K+5)3 (2K+5)3 < y3K12

q%[1+N|t/2n—a/q|%]3 - q%ﬁ.,.(%)%]?) B qg(%)g " okl ™

d’autre part

¢t/ (2m)) - < p+D/2 < oll2.

1+ N|t/2m)|2
ce qui implique
|Kn (1, %) - (21 2m)) - e(£)| < 217223K72
e Cas|t/2m)—alql=1/(Ng).
Ona

N3 N3

3 — < ——— < N3/2 < NIK#SB/2 < p3KI2)
q2[1+ N|t/2n—al q|2]3 qi(%)g

Au final, dans les deux cas on obtient

|Kn (2, X) - (21 2m)) - e(t)| < 217223872 4.17)

Par ailleurs, pour tout (k, j) € Tk, on a

N < (25%)° < 93K/293]/2
6]% [1+ N|t/2m— a/q|%]3 23k/2[2K+4(2—j—K—k—9)%]3 ~

Ok +k+j+10(/ 2m) —alq) -
et grace a

N
o)t/ 2n)) - —————— <272
1+ N|t/(2m)|2
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on trouve

|Kn(£,%) - 1 (21 (2m)) - pi, (1)) S 211223K 1223112, (4.18)

2 CREN 2 BN 2,2, 4 z,ﬂ,
On définit a présent la premiere composante du noyau K", notée Ky

K“(t x):= Kn(t,x) -t 21740/ (2m)). (4.19)
Donc, gracea (4.11),on a
F (K ),8 =Co (le)fgb @40 @m) L @5t/ 2m))e e gy,

Par conséquent, en observant que ¢! (2L740¢/(27)) est a support dans [-727 142 7271742] et que
¢ (25t/(2m)) est a support dans [-7273,7273], on a

KyD(,8) = Co*E/N) ¢t/ @) 20t/ @m)e e gy,

[_7-[2—L+42,7-[2—L+42] n [_7-[2—3'7-[2—3]

Or, [-m27 1442 g2~ 1+42) (7273 7273] = [~ g2~ 1442 7271+42] pour L = 45.

Ainsi, a t et £ fixés, on a

E(K )(T O =Co (E/N)f dt
g2-L+42 T2~ L+42]
<Cm2-271*2 < o7k
ce qui implique la majoration suivante
|7 K s, S278

et en utilisant (4.16), on obtient
| F K i, S APNPPoSA P,

On écrit

L-41
Kn(t,x) - K&A (8, %) = Z Ky (£, %) - (1] 2m))

= Kn(t,x) [¢' @t/ 2n) - p' @t/ (27))].

Kn(t,x)-pi(t/(2m)) = Kn (8, x) -y (£/ 27m)) - 1
K-1K-k
=Y Y Kn(t,%) ¢t/ 2m) py, j (1) + Kn (8, %) - (21 (2m) - e(2).
k=0 j=0

On a d’apres (4.16) 2L < AP0=2 N6=2P0 < 2L+ qonc 221/ (Po=2) < 2 N2(6-2P0)/ (po=2) < p2(L+D/(po=2)
ainsi
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22L1(po=2) p(4po=12)/(po—2) < 42 L 92(L+D)/(po=2) ny(4po—12)/ (po=2)
D’autre part, 2K+ < N < 2K+5 donc
22L1(po=2) 9 (K+4)(4po=12)/ (po=2) < 32 . 92(L+1)/ (po=2) o (K+5)(4po=12)/ (po=2)
Par conséquent,
12 = 22LI (po=2) 9 K(4po=12)/ (po=2) (4.20)
On obtient donc
Ky (2, %) _KIZV',AI(t’ X §2L/223K/223j/2 4 9LI293K/2.

On souhaite a présent obtenir la majoration suivante 2//223K/2 < 22 pour cela, on utilise la rela-
tion (4.20), ce qui nous donne

9l1293K/2 _ 92L1(po=2)pK(4po=12)/(po-2)

car 272 < 24172 < 9112 < 9LI(Po=2) | oy on a utilisé le fait que py < 4. Donc 3K/2 < K(4pg —
12)/ (po - 2).

On obtient ainsi la condition nécessaire du lemme (4.2), a savoir

Py =18/5. (4.21)
On va dans la suite analyser deux cas :
e Cas1:L<2K-06K,6=1/100
” L-41
Ky'(t,x):=Ky(t,x)-| Y ¢gi(t/@m)le®+ Y. pejO+ Y prjPko®]]|,
I=4 (k, j)eTx,2j<L (k, )Tk, 2j>L
(4.22)
2,1 2,1 &
Ky (t,x) := Ky, (£, X) + Kn (2, x) - Y. it/ 2m)l > (Pk,j (O = Pk, j Pro(O)] |
I=4 (k,j)eTk,2j>L
(4.23)
KMt x):=0, (4.24)
ou K ]%,’11 a été défini dans (4.19) et
prji=271 si jsK-k-1 et pgpg_gi=2 KL (4.25)

Les coefficients pg, ; sont choisis uniquement dans le but d’effectuer des simplifications.
Montrons que Ky = K }V”l + KIZV"1 + Ki}’l . En effet, on a

Kn(t,%) - K3, 0 - KMt %)
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L-41 L-41

= Y Kn(t,0)-¢i(t12m) - Kn(t,x)-| Y. dier@mnl Y. (pk,j(t)—pk,,-pk,o(tm]
=4 =4 (k,j)eTk,2j>L

L-41

=Kn(6,x)-[ ) ¢u(t/@a)l- ), prij®— Y pi 0]

I=4 (k,))ETk,2j<L (k,)ETK,2j>L

(. )

—e(t
+ X PO+ 3 PpejPro(®)]
(k,j)e Tk, 2j<L (k,)ETR,2j>L
L-41
=Kn(t,x)- | Y pie/@m)le)+ Y, priO+ Y Pk.ij,o(l‘)]}
=4

(k,)eTk,2j<L (k,j)eTg,2j>L
_ LA
=Ky~ (£, x).

Ce qui nous donne bien la décomposition souhaitée. Par ailleurs, ayant choisi KI‘Q{]’A identi-
quement nulle, on a immédiatement la majoration (4.9).

En ce qui concerne la majoration (4.7), on a grace a l'inégalité triangulaire

L-41
K0l Y IKn(,x) - gt/ @m)e(t)]  — (%)
=4
L-41
+ Y IKN(GX) gt Ra)pij(0] (k%)
I=4 (k,j)eTg,2j<L
L-41

+ Y)Y KN X)) Pk, jpro(D] = (% %)
=4 (k,j)eTk,2j>L

D’apreés ce qui précede () < 2L/223K/2 Drautre part

L-41 K-k
I=4 (k,j)eTk,2j<L <K j=0

a .
SK2M2BKI2N" 23112 ott @ =min((K-k),L/2)

j=0
2305/2+1 -1
~ 23/2 _ ~
Pour le dernier terme, on a
k
e N i iisr0(t/@m) —alg)  N-¢y(/ @)

27 1pjsn

(% %) < Z Z
1

3 1
=4 g=2k acZ(a,q)=1 g3/2 [1 +N|t/(2m) — a/qﬁ] 1+ N|t/(2m)|z
L—412k+1_1 23(K+5)9~jol/2

SY X

=4 qzzk ac”Z,(a,q)=1 23k/2

2K+4(2-K-k=10)3 ] 3

5 22L/(p0—2) 2K(4p0—12)/(p0—2) . KZ(L_ZK) (5[]0—18)/(4])0-8) .
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Or L—2K < K/100, N > 1, pg > 18/5 et A? = 22L/(Po=2)24(po=12)/(po=2)
on obtient donc

KN (8,01 S K2K/640. 02 < A2/,
d’ou1 (4.7).

On veut prouver maintenant 'inégalité (4.8). Pour cela, on utilise la relation (4.23) ainsi
que (4.11), ce qui nous donne grace a la linéarité de la transformée de Fourier

F (K (1,8 = F Ky, + FIKn(t, ) h(D)](1,6),
ot (1) = X1 1t/ 2m)) [k, ppetic.2js1 (P, j (D) = Pk, jPio(E)].

Dans la suite, on pose ¢y (s) := L 41 = ¢l (2%s) — pl (21405
Grace au changement de Varlable t/ (2m)) — t et en posant b 27(t +1¢1%), on obtient

F KM@, - ’ﬁ)(r,f) = C¢>4(§/N)fRh(t)¢1(r/(zn))e—i”e—”lflzdt

L-41

=CPTeIN) | Y etelem) ) (Pij — PiojPro) (D' 20t/ @m)e 1D gy
I=4

(k,j)eTk,2j>L

L-41 |
=CO'EINY [ X () 3 (prj=prspro)@En$ 2P neT Pt
R =4 (k,j)eTk,2j>L

= C¢*¢/N) fRJ’L(” Y (P pripro@rng @ e dr.

(k,j)eTk,2j>L

On adonc

FKMSIFKA I+ Y f‘QBL(t)(Pk,j—pk,]-pk,o)(zntml(25t)e‘”b dr.
\—T/ (k,j)eTx,2j>LYR
<2

11 suffit donc de prouver que pour tout b € R, on al'inégalité suivante
Y f‘J)L(t)(Pk,j—pk,jpk,o)(2nt)¢1(25t)e‘”b dr<27t (4.26)
(k,j)eTx,2j>LR
Etape 4 : Application de la méthode du cercle
On pose Z; :=1{0,---,q — 1} et on considere le

Lemme 4.7. Soienty > 0,Q,M € Z;,M =8Q,S < {1,---,Q}, et ¢ : R — [0,1] est fonction
réguliére a support dans [-2,2]. Alors, pour tout t € R,

Y dMQ(t—alq) =Y (MQ'pRrmI(MQ))cy,e* ™™, (4.27)
geS,acZ,(a,q)=1 meZ
avec —2imm-a
Cm = > e 4, suplenl =4Q7 el = Cpd(m, Q)QMY,
qeS,acZq,(a,q)=1 mezZ

ou d(m, q) représente le nombre de diviseurs de m qui sont inférieurs ot égaux a Q.
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On va a présent utiliser la méthode du cercle de Hardy-Littlewood afin d’obtenir I'inégalité
(4.26). Par définition des py, j, on a pour (k, j) € Tk

2k+1_1

Pk,j(2mt) = > > bjrk+k+10(t—alq), si j=K-k-1,
g=2k acZ,(a,q)=1

2k+l_1

Pik-k@mt) = Z Z Gsak+10(t—alq).
g=2% acZ,(a,q)=1

D’autre part,

2k+1_1

PkjPro@rn) =277 3 Y. keks0t—alg), si jsK-k-1
g=2% acZ,(a,q)=1

2k+1_1

Pk,K—kPko2t) = p~Krk+l Y Y. ¢psoks10(t—alg).
ngk ae”Z,(a,q)=1

Doncpour j<sK—k—-1,onaennotant S={1,---,Q}et Q=2K -1

(Pk,j — Pk,jPk,0) (2T E)

2k+1_1

= Z Z ¢j+K+k+10(t—a/Q)—2_j¢K+k+10(t—6l/q)
ngk ac”Z,(a,q)=1

qgeS,ac”Z,(a,q)=1

Z CmeZlnmt |:2—]—K—k—10(/p\]_(znm/2]+K+k+10) _ 2—]2—K—k—10(/P\1(znm/2K+k+10)
meZ

me”Z

)

2k+1_

N _ 1 —2inm-al
oucm= Zqzzk Zanq,(a,q):l e 9.

De la méme maniere, on a

(Pk,k-k — Pk, K-k Pk,0) (27 T)

— Z Cmezinmz[Z—ZK—mJ)\l(znm/zzKﬂo)_2—K+k+12—1<—k—10(’p7(Zﬂm/2K+k+10)
me”Z

meZ

On a dong, pour (k, j) € Tx

(Pk,j = Pk, jPk0) @ = Y Dppe®™™,

meZ

bo=0, bl < Cypd(m, 282K p=i=k=K(q 4|y 28307100y 5,
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Et comme d(m, Q) < Cylmly,y > 0, pour tout (m, Q) € Z* x Z%, on en déduit

bl < CYZV(”K”C)Z_]'_K pour tout m € Z.

Donc

| fRJ’L(f)(Pk,j — Pk, jPro)2rD)P 2% e P d 1|

<Y |bnl

meZ
< CyzY(]-FK‘Fk)Z—]—K.

f gBL(WPI(Zst)e‘”(b—zﬂ”%zl"
R

Donc, en prenant y = 6/100, on obtient

Z ‘L‘(ﬁL(t)(Pkrj_pk,jpk,O)(znt)(Pl(zSt)e_itb dt
(k,j)eTk,2j>L

(k,j)eTk,2j>L
< Z CY26/100(j+K+k)—(j+K)'
(k,j)eTk,2j>L

Donc pour y suffisamment petit (par exemple y = §/100), on obtient I'inégalité (4.26).

e Cas2:L=2K-0K,56=1/100. Pour b € Z* suffisamment grand on pose

L-41

> it/ 2m) (e(t) + > pk,j(t))] : (4.28)
=4

(k,j)eTk,2j<L-b

KN, %) 1= Kn (8,50

Grace aux inégalités (4.17) et (4.18), on obtient

L-41 L-41
‘K}V’A(t,x)‘ﬁ Y |Kn(t,x)-py(el2m) - e(n)]| + ) sup  |Kn(t,%)-¢i(t/2m)) - pr (1)
=4 I=4 (k,j)eTk,2j<L-b

L-41

~

1=4 =4

Rappelons qu’on a obtenu dans le cas précédent 21/223K/2 < 22L/(po=2)K(4po=12)/(po=2)

Ainsi, on a

‘K}V’A(t, x)‘ < 22L1(po=2) 9 K(4po=12)/ (po=2) , 9=3b/4o(L-2K)(5po—18)/(4po—8)
Et donc par la relation (4.20), on arrive a la conclusion suivante || K }V’A Il oo, <A2)2.

Les reste de la preuve est similaire au cas 1 et on renvoie le lecteur intéressé a I’article [10].
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Chapitre 5

Existence locale

L'objectifici est de démontrer 'existence locale d'une solution de NLS cubique sur la variété semi-
périodique R x T3.

Pour tout intervalle I < R, on définit I'espace X' (I) comme suit
XY :={ueC;HY tel que |ullx1p:= sup [inf{|vixip: vy =ut] <ooh

VSTAVIES

Pour le controle du terme non linéaire sur un intervalle I = (a, b), on définit la norme suivante

t .
I 2l N = fel([_smh(s)ds
a

Xt
On aura également besoin de la norme suivante
i
lulzay:== sup || N*IPyu(d)l],

JELUIsT|\ N ®xT3) 4
10)

Remarque 5.1.
On montrera dans la suite Uinjection suivante X' (I) — Z1(I).

Définition 5.1.
Pour tout intervalle I c R, on dit que u € C(I; H' (R x T3)) est une solution forte de (1.1) si u € X' (I)
et si u satisfait pour tous t,se I,

. t . /
u(t) =" u(s) i f e (u(ehu(t)?) dt'.

Les estimations de Strichartz-Ionescu-Pausader entrainent le résultat suivant

Lemme5.1. Vp >18/5, VCe €N, 0ona

2-61/
IPcull p—1,1)xrx73) SN p”PCu”Uf(R,LZ)-

Démonstration.
Soit u € UK(IR%, I2). Alors v € UP(R, L?) telle que u(t) = e'™ p(t). On a donc par application de
I'inégalité de Holder ainsi que de I'inégalité de Strichartz (4.1)
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K;

|Pcullyy =IPce"™vllp. =||PC(Z)L]ZI e el l)an;
jzl k=1 R *
<Y Al ||Zl[tj Pce ™ol < Y1 ] Pt |Pce™ g ;0
j=1 -1 k j=1 k-1 P
t
1
<) 1Al (Zu[t] ) Y (ance”%{c WAL
jZl k-1’ k x L,tg
1 1
K]‘ p
< Y I Y IPce™ gl | ) <Y IA4l (Z N*P78|Pcey_ 1P )
jZl k=1 ]>1 k=1
1
p
K;
5_21Mj|-N2‘6’P ZIIPC(Pk I | SNTPIPcul g 2
jz k=1 )
-1
O
On aura également besoin de I’estimation de type Sobolev suivante
Lemme5.2. Vf € HY R xT3),ona
3 1
Il < (SUPN_IIIPJ\rfIILg;o 'Ilfllz,l
N X
Démonstration.
On a
RS Pn,f Pnof PN, f-Pn,fld
(WA > |Pn, f - PN, f - Py f - Pn, fldx
X N ~Np=Ny=N, JTXT3
S > IPng fll ool Py fll ool Py fll 22l P, f Nl 2
N1~No=N3=N,
2
5(supN‘1||PNf||Loo) > NsNullPw, fll2l P £l
N N1~No=N3=N,
2
s(supN‘1||PNf||Loo) > NYIP Fll2 I P, £l -
N Ni~N;
Par conséquent
1 1 1
-1 2 2 2 | -1 2 3
Ifllg2 < {sup N IIPNfllpe | - Y N°IPnfl7.| =|supN Py [l g A
N N N X
O

Lemme 5.3. Soientmes(I) <1, Py, = u; pouri=1,2 et Ny = N. Alors, pour un certaink >0, on a

N>

K
ey uall 2 3 5(—+—) lupllvornllall 2, (5.1)
1H20 L2 (IxRxT3) N N, 1yon 421z (1)

3 1

ou ”u”Z'(I) - ”u”Z(I)”u”Xl(I)
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Démonstration.
Pour tout cube C € 6y, centré en &y € Z*, on a par application de Holder, suivi de Strichartz ainsi
que de I'injection Y°(I) — Us(I,L?) :

||(Pcu1)u2 ”L%_X(IXRX'W) = ”PCulHLé,x(leRix'I]ﬂ) : ” Uy ”L%_X(IX[RX'I]Q)
1/2
SN, IPcurllys iz - Nu2ll s 1<)

1/2
SIPcutlyoy (N 21l s (rgers))-

Par ailleurs, la propriété d’orthogonalité de 'opérateur Pc dans L? nous donne

2 2
lwruzlly, =) IPctruzl?, -
,x C L,x

Par conséquent

1 2 1 1\2
2 2 2 4 =
”ululeL%x5;”PCU1”Y‘)(I) (N22 ”uan%,x) S;HPCUIHYO([) (sz(f]”uz”y);cdl‘)‘*)

4

2 2
5 ” ul ”YO(I) ” u2||Z(I))

2 § : 2 4
5 ”ulHYO(D Sup NZ ”u2”L4dt
JeLlJI=1\ N, *

N 1
olt 1l z1y = Sup e e NEN NIPNUDIL g 10T 13-

D’autre part, grace a la proposition 2.1 de [8] on a pour un certain 6

)

N>
(R73%] YO |z |l Yo(n)-

luguzll ;2 3 <(—+—
Lt,x(IXIRXW]' ) ~ Nl Nz

En combinant les deux inégalités précédentes et en remarquant que X' (I) — Y (1), il vient

=7

0

% | <ttt (N L)
lurualipz = lluruzlly, lluyuell lerllyo izl + e llyocp luzll x1
Lt,x L%,x L%’X(IXRXTS) ~ YO(I) Z(D) ]\]1 N2 Y®(D) X (D)
N. 1 ?

2 4 3 1
<|l=4_— 4 1
Sl Nz) larllyoen N2l 3y N2l -

:||u2||zl([)
D’otu le résultat en prenant x = %.

Nous aurons également besoin du résultat suivant qui permet d’obtenir une estimation du terme
non linéaire

Lemme 5.4. Pour u; € X' (I),k=1,2,3,|I|<1,0na
3
Uy
k=1

’S Z ”ui”Xl(D”uj Il zenllukll zr(n- (5.2)
N L) k=112,3)

ol Uiy = Uy OU Ty = Tif.
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Démonstration. Admise. O

Nous sommes en mesure maintenant d’établir ’existence et 'unicité locale d’'une solution du
probléme de Cauchy pour NLS cubique sur la variété semi-périodique R x T3,

Théoreme 5.5. Soit E > 0 fixé. Il existe un 6y = 6y(E) tel que si

et ug |z <6 (5.3)

pourd <y, 0€ I avec|I| <1 et pour uy € HY(Rx T3) telle que|llugll;n < E, alors il existe une unique
solution forte de (1.1) u € X' (I) telle que u(0) = uy. De plus,

wl

||u—eimu0||X1(DS5 . (54)

Démonstration. La méthode est classique, on se raméne a un probleme de point fixe sur un es-
pace de Banach. Pour cela, on définit I'espace suivant

S ={ue X' (D:llulxp < 2E, lul 2 < a}.
On considere I'application suivante

. t .
D) =e'Puy— if eI (u(s)|v(s)*) ds.
0

Pour tous #,ve G, on a

ululz— vlvl2 = ululz— v|u|2+ v|u|2— vlvl2 =(u- v)|u|2+ viun—vn)
= (u—v)|u|2+ v(iu—uv+uv—vv) = (u—v)|u|2+ vi(u—v)+viu— )]

= (u—v)|u|2+(u—v)uv+(ﬂ—l7)v2.

Donc

t .
1D () —PW) I x1p) = —ifo e IR (u(s)u(s)? - v(9)v(s)*) ds

XL
< lu(s)|u(s)> = v vs) Al N

2 _ _ 0
<l (u-ul"llnn +IIw—-v)aving + 1(@—-0)v7lIng-

Lapplication du lemme 5.4 sur le premier terme || (« — v)|ul?|| 5 nous donne

2 - _
I —ul“lIna S lu=viixipllwl zal il z g + 1l x g lle = vl z ol zo

+llullxrpll@l zplu—vilz -

Grace a l'injection X! (I) — Z'(I) on obtient

2
Il (u—v)lul ||N(I) 5 lu— V||X1(1)||u”xl([)”u”Z’(I)-

Les deux autres termes se traitent de maniere analogue. Ainsi

33



|D(w) _q)(V)”Xl([) 5 v — V”Xl([) [”u”Xl([“u”Z’(I) + |l V”Xl([) lvllz @ + ||u||X1([)|| Vliziny + lullzpll U”Xl([)]
Slu- vlixipUulzn + vl za) Wul xi g + Toll x -

Par conséquent, Vu,v € G, ona

||(D(u)—q)(1/)||xl([)S,Ea”u—l/”)(l([)- (5.5)

D’autre part, en remarquant que U K (I, I%) — X1(I) et en utilisant encore le lemme 5.4, on obtient

i tA 2
P [l x1 5y < 1PO x1(p) + | P(2e) = PO) || 1y < le'! uoll x1py + llulul™ll v
i tA 2 2 2
< et uo"UK(LHl) +lulxipllul g Sluollyeg gy +Ea” < EQ+ Crad).
—— ——

=luoll g1

De méme on a

1Dl 271y SNPO) 21y + 19(w) = @O) [l 1) < 6 + CrEa”.
On choisit a = 26 et on prend 6y = 6y (E) suffisamment petit. Pour E(1+C, a®) <2,onal®(w) lxip <
2E. Par ailleurs, en choisissant C, < ﬁ, on obtient ||®(u)l z/(;) < 26. Ainsi, on a la stabilité de I'es-
pace G par I'application ®.

D’autre part, pour § < , on voit grace a (5.5) que ® est une contraction. Donc par appli-

1
2|luoll g
cation du théoréeme du point fixe de Banach, il existe une unique solution de 1.1 définie sur un

voisinage ouvert.

En ce qui concerne l'unicité de la solution dans X' (I), supposons que 3u,v € X'(I) telles que
u(0) = v(0). Soit E = max([|ull x1p, vl x1(;)). Par continuité de la solution, 3/ un ouvert contenant
0 tel que u, v € &;.Par unicité du point fixe sur G, uJ = v|J. Par conséquent {u = v} est ouvert et
fermé dans I. Donc par connexité {u = v} = I. D’ot1 'unicité sur tout I.

O
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Chapitre 6

Généralisation au cas R x T4

Dans cette section, nous allons reprendre la méthode développée dans le chapitre précédent afin
d’en déduire des inégalités de Strichartz dans le cas semi-périodique R? x T.

Soientp e I’(R>xT)et N=1.0na

'™ Prno(t, x) = 1) 3 f e~ X (Prg) (E)dE.
R2xZ

Et comme précédemment
itA -3
le PN(P||Lﬁx([X(R2xT)) < (2m) ”(p”[&”l(t)'F”L?X(IXRZX]');

ol F(£,X) = [oo,.7 € " F e Em&)dE, Imll 2oz < 1 et I =[-2710,2710],

Notre objectif est de prouver I'inégalité suivante

Théoréme 6.1. Linégalité de Strichartz surR? x T
Pour tout p > p1 (p1 sera précisé ultérieurement), pour tout N = 2/ = 1 et pour tout ¢ € L*>(R?> x T),
ona
i tA 3/2-5/
”el PN(p”L?x(IX(RZX'[I')) S_,pN p”(p”Li(sz'ﬂ')' (61)

On définit exactement comme dans le chapitre précédent les opérateurs de projection de Littlewood-
Paley. Soit ¢! : R — [0, 1] une fonction réguliere et paire telle que ¢' (&) = 1si [¢] < 1 et ¢p'(&) =0si
1= 2. Soit ¢ : R® — [0,1],6° (&) = ¢! (§1)°P' (€2)*¢" (§3)°.

On définit les projecteurs de Littlewood-Paley P~y et Py ot N = 2/ > 1 est un nombre dyadique
par

P_n[(&):=¢CEIN)f(), (EeR’PxZ,
Py @) =P @EIN) &) = [¢°E/N) - 32/ N)I f (©).

On définit le noyau de Schrédinger comme suit

Kn(t,x) = ¢ (ct) fR i Ze‘”"f'ze"’“fcb?’(é/Mdé

=¢'(c)

2
Z e—itlf3lzeix3§3¢1 (53/]\])2] . H e—itlfj|2eixjfj¢l (fj/N)dej,
j=1R

ngZ
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ou c € R est une constante explicite.
Grace aux estimations de Bourgain sur le tore T, on a

N
|Kn (8, %) S .

VAl + Nit/2m) — al g12]

N
1+ N|t/(2m)|2

(6.2)

Soit le lemme suivant dont la preuve est similaire a (4.2).

Lemme 6.2. Soientp > p;, N=21, A€ Jnp, = [NBPo=10/2po=6) (2 N)3/21 " Alors, avec les mémes
notations qu'au chapitre précédent, on a

mes(Sy) < NP5 Po, 6.3)

Soient K et L fixés tels que K € Z,, ; N = 2K et AP0=2N6-2P0 =~ 2L Un simple calcul nous donne alors
LeZn[0,2K +2].
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Chapitre 7

Annexe

Il nous a semblé utile de donner une preuve compléte des inégalités de Strichartz dans le cadre
euclidien R%. En effet, les idées développées ici sont reprises dans la démonstration du théoreme
4.1. Mais avant d’énoncer le théoréme principal, nous allons expliquer le principe TT* de Stein.

Lemme 7.1. On note B un espace de Banach et H un espace de Hilbert. Soit T € ¥.,(H,B). T* : B’ —
H est définie par: (T*x,y)y = (x, Ty)p . Alors
2 2
[ TT* ”.ffc(B’,B) = T”ﬁfc(H,B) = T ”.,%’C(B’,H)’
Démonstration. Grace ala caractérisation de la norme d’un vecteur d'un espace de Hilbert, on a

IT* x|l := sup [(T*x,y)gl.
Iyl =1

Donc

IT*xllg= sup [{x, Ty)p 5l
lylp=1

<lxlip sup [Tyls
Iyla=1

<ITle.H,plxlp,

ce qui montre que || T* || .5, i) < | Tl #.(1,)- De laméme maniere, on démontre que || Tl . (m,p) <
IT*l .8’ F)-

Par ailleurs, par composition des applicationslinéairesona [| TT* || . 3',8) < | Tl 2.1, B) I T* Il £, (', F) -
Enfin

ITT* 13 = (T*x, T*x)ir = (X, TT*x)pr g < | XI5 TT* |l 87, 3)»

Ainsi | T*|%, & .m =1 TT* |l 2.5, ce qui conclut la preuve.
Cc )

O

Remarque 7.1. Le principe T T* nous dit la chose simple suivante : il est équivalent de montrer que
Te%.(H,B),queT* € £.(B',H) ouque TT* € £.(B',B).

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le théoreme de Ginibre-Velo sur les inégalités de
Strichartz
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Théoreme 7.2. Soient (q,r) et (y,p) des paires admissibles. Alors, on a

* Les estimations de Strichartz homogenes
itA <
le (P”LfL;CN”(P”LgC-

* Les estimations de Strichartz inhomogenes

t .
"f el(t—S)A(pF(s)
—00

Remarque 7.2. D'apres les estimations de Strichartz homogenes : pour presque tout t € R et pour
tout p € L*(R%) onae'™¢ e L"(RY) ; ce qui correspond a un effet régularisant.

X

Démonstration. On ne démontrera que la premieére inégalité. Pour les estimations inhomogenes,
le lecteur pourra consulter [3].

Etape 1 : Identification des opérateurs T, T* et TT*

On pose H = L2([R%), B=LI[R,L"R%), et B' = L9 R, L" (R%)) ol (g, r) est une paire admissible.
Soit T': ¢p — [t — e!**¢]. On sait aussi que (e!*2)" = ™2,
Ona

(g, TP)p p = (T* g, ) 12a+1y = fu@dﬂ g(,x)To(x)dxdt
_ N HitA _ —itA o
_fR(g(t, ), e ¢)L2(Rd)dt fR(e g(t, ),(p)Lz(Rd)dt

:(f e‘img(t,-)dt,(p) )
R LZ([de“)

Ce qui nous donne
T* :g'—>f e SBg(s)ds et TT*:g— [f'—’fei(t_smg(s)ds]-
R R

Etape 2 : Dispersion ponctuelle

Lemme 7.3. Soit2 < p <oco avecl/p+1/p' = 1. Pour toutt >0, e''*

de LP' (R%) dans LP(R?). De plus, pour tout ¢ € LP' (R%), on a

est une application continue

||eitA -d(1/2-1/p)

@llLr < (4me) ol - (7.1)

Démonstration. Pour p =2, on a par une double application de Plancherel

le" 3l 2 = lutt, )z = @m~ute, ) 2
=@m "1l = Il 3

Pour p = oo, un calcul classique donne
/‘2

!Bt x) = (47rit)_d/2fRd P p(x)dx'.
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Donc par inégalité de convolution, on obtient

" i
le" @l < @nn~llgl .

II ne reste plus qu’a interpoler pour 2 < p < oo en utilisant le théoréme de Riesz-Thorin. Ce qui
conclut la preuve du lemme.

O

Etape 3 : Application du T T*

Lidée centrale est d’estimer TT* au lieu de T. Pour cela, on va utiliser la relation de dispersion
obtenue auparavant. On a donc

ITT* g0l = H f ' (s,x)ds
R

Sf le' =9 (s, %)l - ds
v Jr

_Z(L_l)
S| le=sl 2V ligls, )l rds
IR X

_2
Slet—SI QIIg(s,-)IIL;/ds.

Etape 4 : Application de 'inégalité de Hardy-littlewood-Sobolev

On pose h(t) = | g(t, -)IIer. Donc pour 0 < % < 1, on applique 'inégalité de Hardy-littlewood-
Sobolev en temps, ce qui nous donne

* N

1 1 2
Slaly;  1+=—=—+—. (7.2)
t q

2
q Y 4
2] L!

Onobtientdoncy=¢q' et |TT*glla;» SIgl ¢, -
ttx L, L

Ce qui est équivalent a

Remarque 7.3.

Nous n'avons démontré l'inégalité de Strichartz que dans le cas ot la paire (q,r) est strictement
admissible,i.e. q > 2. Le cas limite q = 2, nettement plus difficile, a été prouvé par Keel-Tao dans
[12].

Remarque 7.4.
Considérons l'équation de Schrédinger libre

i0,u+Au=0, (t,x)eRxRY  wu(t,x) eC. (7.3)

Pour trouver la relation de dispersion associée a (7.3), on doit voir sous quelle condition l'onde mo-
nochromatique (t, x) — e'¢-*=%D yérifie 'équation de Schrodinger, ce qui nous donne w = |£]2. On
observe alors que la vitesse de propagation en espace d’'un paquet d’onde localisé en Fourier a la
fréquence & € R? dépend de &. Les ondes a hautes fréquences sont les plus rapides. L'onde linéaire
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se décompose donc asymptotiquement en temps en une somme de paquets d’ondes décorrélés en
espace et en fréquence : elle se disperse. Si le phénomene physique est parfaitement clair, sa traduc-
tion en termes mathématiques est moins évidente. Robert Strichartz a été le premier a transcrire la
dispersion en "inégalités robustes". Ginibre et Velo ont par la suite démontré le théoreme 7.2 . Les in-
égalités de Strichartz ont completement révolutionné l'analyse non linéaire des EDP dispersives car
elles permettent de convertir la dispersion en gain d'intégrabilité spatiale par moyenne temporelle.
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